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Résumé – Cette communication propose une perspective historique sur la borne de Cramér-Rao bayésienne (BCRB), généralement
attribuée à van Trees qui l’a découverte en 1968. Selon la loi de Stigler sur l’éponymie, aucune découverte scientifique ne
porte le nom de son premier découvreur. C’est non seulement le cas de la borne Cramér-Rao elle-même – due notamment aux
mathématiciens français Fréchet et Darmois – mais aussi de l’inégalité de van Trees. En effet, le médecin, généticien, épidémiologiste
et mathématicien français Marcel-Paul (Marco) Schützenberger, dans un petit article d’une quinzaine de lignes seulement, écrit
en 1956 – plus d’une décennie avant van Trees – avait non seulement démontré la BCRB, mais comme le montre une lecture
approfondie de sa preuve, l’avait fait avec une démarche très originale en la reliant au principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg sur
l’a posteriori. Nous passons en revue et comparons les contributions de Schützenberger et de van Trees ainsi que celles de Gart en
1959. L’équivalence générale entre BCRB et principe d’incertitude sur l’a posteriori ouvre de nouvelles perspectives.

Abstract – This paper offers a historical perspective on the Bayesian Cramér-Rao Bound (BCRB), generally attributed to van
Trees, who discovered it in 1968. According to Stigler’s law of eponymy, no scientific discovery is named after its first discoverer.
This is the case not only for the Cramér-Rao bound itself—due in particular to the French mathematicians Fréchet and Darmois—but
also for the van Trees inequality: The French physician, geneticist, epidemiologist and mathematician Marcel-Paul (Marco)
Schützenberger, in a paper of just fifteen lines written in 1956—more than a decade before van Trees—had not only demonstrated
the BCRB but, as a close examination of his proof shows, used a very original approach based on the Weyl-Heisenberg uncertainty
principle on the posterior. We review and compare the contributions of Schützenberger and van Trees, as well as those of Gart in
1959. The general equivalence between BCRB and the uncertainty principle opens up new perspectives.

1 Introduction

1.1 L’inégalité dite de Cramér-Rao
La borne de Cramér-Rao est un outil important en traitement
du signal car elle permet, sous un modèle d’observation pa-
ramétrique, d’évaluer facilement les meilleures performances
possibles en termes d’erreur quadratique moyenne (EQM),
pouvant être atteintes exactement ou asymptotiquement (si on
y ajoute une preuve d’efficacité). Dans sa forme la plus simple,
pour un estimateur non biaisé θ̂(x) du paramètre θ ∈ R cal-
culé sur les observations x = (x1, x2, . . . , xn) — réalisations
de l’échantillon X = (X1, X2, . . . , Xn) — et sous certaines
hypothèses de régularité du modèle souvent vérifiées, l’EQM
(égale ici à la variance de θ̂(X)) admet la borne

EQMθ = V(θ̂(X)) = E
{
(θ̂(X)− θ)2

}
⩾

1

Jθ
(1)

donnée par l’inverse de l’information de Fisher définie par

Jθ = E
{(∂ log pθ(X)

∂θ

)2}
(2)

où pθ(x) = pθ(x1, x2, . . . , xn) décrit le modèle paramétrique
de la loi conjointe des n observations. Un calcul classique
donne (toujours sous les conditions de régularité habituelles)

Jθ = −E
{∂2 log pθ(X)

∂θ2

}
. (3)

Pour des observations i.i.d. on a simplement Jθ = nJθ,1 où
Jθ,1 est l’information de Fisher pour une seule observation.

C’est un fait connu aujourd’hui des chercheurs du domaine
– en tout cas en France [4] – que l’inégalité (1) fut établie par
le mathématicien français Maurice Fréchet dès l’hiver 1939
dans son cours à l’Institut Henri Poincaré, et publiée en 1943
dans le cas i.i.d. [10]1. L’extension au cas non i.i.d. et au cas
vectoriel de plusieurs paramètres θ ∈ Rd est faite par son
collègue Georges Darmois en 1945 [6]2. La même borne (dans
le cas scalaire et vectoriel) est établie indépendamment par
C. R. Rao [13] en 1945 et par Cramér dans son excellent
livre [5, Chap. 32] en 1946, et s’appelle aujourd’hui la borne
de Cramér-Rao. La preuve est identique pour tous ces auteurs :
elle se fonde sur l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

E
{
(θ̂(X)− θ)2

}
E
{(∂ log pθ(X)

∂θ

)2}
⩾

[
E
{
(θ̂(X)− θ)

∂ log pθ(X)

∂θ

}]2
(4)

où un calcul simple montre que la covariance au se-

cond membre se réduit simplement à E
(
θ̂(X)

∂pθ
∂θ (X)

pθ(X)

)
=

d
dθ E(θ̂(X)) = dθ

dθ = 1 puisque l’estimateur est non biaisé.
Fréchet [10] et Cramér [5] ont également étendu cette inégalité
au cas d’un estimateur biaisé, de biais Bθ̂(θ) = E(θ̂(X))− θ

non nul, auquel cas d
dθ E(θ̂(X)) = d

dθ (θ + Bθ̂(θ)), d’où la

1Des considérations similaires avaient étudiées auparavant (notamment
par Pearson, Edgeworth, Fisher. . .) dans un cadre asympotique ou normal.

2Contrairement à ce qui est parfois affirmé, leur étudiant Daniel Dugué
n’avait pas, semble-t-il, déjà établi cette inégalité dans sa thèse de 1937 [8].
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borne (1) modifiée avec la dérivée du biais :

EQMθ = V(θ̂(X))+B2
θ̂
(θ) ⩾

(1 +B′
θ̂
(θ))2

Jθ
+B2

θ̂
(θ). (5)

L’intérêt d’une telle borne est limitée puisqu’elle dépend en
général de l’estimateur lui-même via son biais. Par la suite,
de nombreuses autres versions de la borne de Cramér-Rao
ont permis de prendre en compte des conditions de régula-
rité différentes du cadre classique [3], des contraintes dans le
vecteur de paramètres [12], une contrainte de périodicité inhé-
rente à certain problèmes d’estimation [18], et plus récemment
la structure géométrique des paramètres [22]. La borne de
Cramér-Rao a connu pléthore d’applications à des problèmes
d’ingénierie, parfois à la limite de l’abus [23].

1.2 L’inégalité dite de van Trees
Une des extensions les plus importantes de la borne de Cramér-
Rao est la borne de Cramér-Rao bayésienne (BCRB) dans un
contexte bayésien où le paramètre d’intérêt θ est supposé aléa-
toire et muni d’une loi connue a priori p(θ). Le modèle de la
loi des données p(x|θ) dépend de la variable θ et l’EQM n’est
plus calculé pour une vraie valeur de θ fixée, mais moyennée
sur l’a priori :

EQM = EX,θ

(
(θ̂(X)− θ)2

)
(6)

Le changement notable par rapport au cas classique précédent
est que la loi sur laquelle on prend l’espérance est maintenant
la loi conjointe p(x, θ) = p(x|θ)p(θ) du couple (X, θ) (plutôt
que pθ(x) = p(x|θ) pour θ fixé).

La BCRB est quasiment toujours attribuée à van Trees qui
l’a démontré dans son ouvrage de référence [24] publié en
1968, aussi bien dans le cas scalaire θ ∈ R que vectoriel
θ ∈ Rd où l’information de Fisher devient une matrice de
covariance de taille d× d. Dans le cas scalaire, elle s’écrit

EQM ⩾
1

J
=

1

J̃ + Eθ Jθ
(7)

où J est l’information de Fisher conjointe ou complète :

J = EX,θ

{(∂ log p(X, θ)

∂θ

)2}
. (8)

Un calcul identique à celui qui démontre (3) à partir de (2)
donne3 :

J = −EX,θ

{∂2 log p(X, θ)

∂θ2

}
. (9)

Puisque p(x, θ) = p(θ)p(x|θ) sous le logarithme, on a la
relation J = J̃ + Eθ Jθ où

J̃ = Eθ

{(d log p(θ)
dθ

)2}
= −Eθ

{d2 log p(θ)

dθ2

}
. (10)

est appelé information de Fisher de l’a priori, et où Jθ
est l’information de Fisher classique donné par (2)-(3) pour
pθ(x) = p(x|θ), qui vaut Jθ = nJθ,1 dans le cas d’observa-
tions i.i.d. (conditionnellement à θ)4. Le livre de référence [25]
contient de nombreux exemples d’application de la BCRB.

3Avec des hypothèses de régularité et de décroissance convenables sur l’a
priori p(θ).

4On voit en particulier que l’influence de l’a priori finit par disparaître
pour un très grand nombre d’observations car J = J̃ + nEθJθ,1 ∼ Eθ Jθ
quand n → ∞, qui se réduit à la borne classique si Jθ ne dépend pas de θ.

La démonstration de van Trees est directement inspirée de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz (4) utilisée dans le cas clas-
sique, mais appliquée à la loi conjointe p(x, θ) :

EX,θ

{
(θ̂(X)− θ)2

}
EX,θ

{(∂ log p(X, θ)

∂θ

)2}
⩾

[
EX,θ

{
(θ̂(X)− θ)

∂ log p(X, θ)

∂θ

}]2
(11)

Le terme de covariance au second membre se réécrit ici5∫∫
(θ̂(x)−θ)∂p(x,θ)∂θ =

∫∫
p(x, θ)+

∫
∂
∂θ

∫
(θ̂(x)−θ)p(x, θ) =

1+
∫

∂
∂θ{p(θ)Bθ(θ)} = 1 sous l’hypothèse suivante sur le

biais :
lim

|θ|→∞
p(θ)Bθ̂(θ) = 0, (12)

hypothèse cruciale sous laquelle van Trees démontre l’inéga-
lité (7). De plus, la condition d’égalité dans l’inégalité de
Cauchy-Schwarz (11) permet à van Trees de montrer que la
BCRB est atteinte lorsque l’a posteriori p(θ|x) est gaussienne.

Tous ces résultats obtenus par van Trees sont devenus clas-
siques aujourd’hui, et sont repris tels quels dans la plupart des
manuels sur le sujet (par exemple [15]). Mais peu de cher-
cheurs savent qu’il a été précédé de plus d’une décennie par
Marcel-Paul Schützenberger.

2 Marcel-Paul Schützenberger
Ce n’est qu’en 2007, lors de l’édition d’un recueil d’articles
sur les bornes bayésiennes [25], que van Trees mentionne que
sa borne avait été trouvée indépendamment par « Shutzenber-
ger » (sic) et commente : « Cette dernière dérivation est un
modèle d’économie (1/3 de page) mais ne semble pas avoir
été remarquée par les communautés d’ingénieurs ou de statis-
ticiens. » La figure 1 montre le tiers de page en question, un
petit paragraphe d’un quinzaine de lignes. C’est en fait une
simple annonce dans le bulletin de l’AMS qui fera un peu plus
tard l’objet d’un article plus détaillé en français [20].

FIGURE 1 : L’intégralité de l’article [19] écrit en 1956.

L’auteur de cet article est en réalité Marcel-Paul Schützen-
berger, médecin, généticien, épidémiologiste et mathématicien
français, personnage haut en couleurs [16] qui avait soutenu
sa thèse en 1953 sous la direction de Georges Darmois, après
avoir fait sa thèse en médecine intitulée Contribution à l’étude

5Les intégrales sont prises par rapport aux mesures dominantes adéquates
par rapport auxquelles on définit respectivement les densités du vecteur d’ob-
servation X et du paramètre θ.
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du sexe à la naissance. Déjà dans sa thèse de 1953, il éta-
blit des connexions profondes entre statistique (information
de Fisher notamment) et théorie de l’information (informa-
tion mutuelle de Shannon). Par une démonstration originale,
il trouve la fameuse inégalité de Pinsker avec des constantes
optimales au deuxième ordre, 7 ans avant Pinsker lui-même
et 17 ans avant la republication précise de son inégalité par
Kullback (voir la référence [16] pour plus de détails).

Schützenberger n’ignorait pas le travail de Maurice Fréchet,
son président du jury de thèse, sur la borne dite de Cramér-Rao
qu’il appelait d’ailleurs inégalité de Fréchet-Cramér. C’est
invité par Claude Shannon au MIT pendant l’année universi-
taire 1956-57 qu’il écrit son article sur cette inégalité dans le
contexte bayésien. Il est probable que son inspiration provient
notamment de discussions avec David Slepian, qui travaillait
aux laboratoires Bell à l’époque sur des problèmes d’estima-
tion [21] et connaissait bien la borne de Cramér-Rao via le
livre de Cramér. Slepian est en effet mentionné dans une note
de bas de page par Schützenberger [20] comme ayant « obtenu
indépendamment » la borne bayésienne, bien que son travail
n’ait apparemment pas été publié.

Une seconde personne est également mentionnée par Schüt-
zenberger dans [20], comme ayant obtenu indépendamment
la BCRB : « Mr J. Dard (article à paraitre dans Annals of
Mathematical Statistics) ». Il semble qu’il s’agisse en fait de
John J. Gart, dont l’article est effectivement publié dans cette
revue en 1959 [11]. Cet article est également intégré à la fin du
recueil de van Trees [25] sans trop de commentaires. La preuve
de Gart réécrit simplement l’inégalité du cas classique (4) en
moyennant aussi sur l’a priori p(θ), pour obtenir une version
bayésienne de (5) où apparaît la dérivée du biais Bθ̂(θ) et où
n’apparaît pas l’information a priori J̃ :

EQM ⩾
(1 + Eθ B

′
θ̂
(θ))2

Eθ Jθ
. (13)

Il traite aussi du cas vectoriel θ ∈ Rd, mais se contente des
termes diagonaux de la matrice de Fisher sans tenir compte les
corrélations inter-paramètres.

Comme on va le voir, le travail de Schützenberger lui-même
sur la BCRB est particulièrement intéressant : c’est l’un de
ses tous derniers dans le domaine des statistiques, sur lequel il
n’est jamais revenu et qu’il n’a guère évoqué par la suite, se
focalisant dès son passage au MIT sur la théorie des codes, des
langages formels, des automates, de la combinatoire des mots,
etc. autant de domaines de l’informatique théorique et de la
combinatoire pour lesquels il est aujourd’hui le plus connu.

Tombée dans l’oubli, sa démonstration de la BCRB est pour-
tant étonnamment originale. En effet, un décryptage attentif
de son article (Fig. 1) montre que l’accent est mis sur la loi
a posteriori p(θ|x) plutôt qu’a priori, et sur une version de
l’information de Fisher a posteriori

J̃(x) = Eθ|x

{(∂ log p(θ|x)
∂θ

)2}
= −Eθ|x

{∂2 log p(θ|x)
∂θ2

}
(14)

qui n’est semble-t-il mentionné quasiment nulle part dans la
littérature et vérifie la relation J = EX J̃(X), comme on le
voit en décomposant p(x, θ) = p(x)p(θ|x) : la loi incondition-
nelle des données p(x) disparaît dans la dérivation car elle ne
dépend pas du paramètre θ.

L’introduction de l’a posteriori est en effet naturelle puisque
l’estimateur optimal, qui minimise l’EQM, est précisément

donné par la moyenne de cette loi θ̂∗(x) = E(θ|x). Schützen-
berger commence donc par montrer qu’il suffit de prouver la
BCRB (7) sur l’EQM minimale

EQMM = EX,θ{(θ − E(θ|X))2} = EX V(θ|X) (15)

où V(θ|x)) = Eθ|x{(θ − E(θ|x))2} est la variance de l’a pos-
teriori. L’étape cruciale de la démonstration de Schützenberger
est l’inégalité qui ressemble à la BCRB, mais pour un vecteur
d’observation donnée :

V(θ|x) ⩾ 1

J̃(x)
. (16)

Schützenberger dit simplement que c’est un « résultat clas-
sique » (classical result, cf. Figure 1) dans [19]. . . Heureuse-
ment, il précise dans [20] que c’est l’« inégalité de Weyl ».

Bien que ce ne soit pas évident, on peut effectivement
le voir comme l’inégalité de Weyl-Heisenberg qui consti-
tute le célèbre principe d’incertitude en mécanique quan-
tique ! En effet, Weyl démontre dans son livre de 1928 sur
la mécanique quantique [27, App. 1] l’inégalité suivante,
que nous écrivons ici pour une fonction f(t) réelle vérifiant∫
f2(t) dt = 1 et de transformée de Fourier f̂ (formellement

f̂(ν) =
∫
f(t)e−2iπtν dt) :

σtσν ⩾ 1
4π (17)

où σt désigne l’écart-type de la distribution |f(t)|2, et où
σν désigne l’écart-type de la distribution |f̂(ν)|2, qui est
bien normalisée par la relation de Parseval :

∫
|f(t)|2 dt =∫

|f̂(ν)|2 dν = 1. La démonstration de cette inégalité par
Weyl (ainsi que le cas d’égalité) est classique : l’inégalité
équivaut à l’inégalité de Cauchy-Schwarz suivante faisant in-
tervenir la dérivée f ′ de f :(∫

t2f2(t) dt
)(∫

f ′2(t) dt
)
⩾

(∫
tf(t)f ′(t) dt

)2
=

(
− 1

2

∫
f2(t) dt

)2
= 1

4

(18)

où la dernière inégalité résulte d’une intégration par parties
dont on montre que le terme tout intégré est nul dès lors que
le premier membre existe et est fini. On voit facilement que
le cas d’égalité correspond au cas où f(t) est gaussienne en
résolvant une équation différentielle du premier ordre.

Même s’il ne le détaille pas, le point clé de la démonstration
de Schützenberger consiste à l’appliquer à la fonction

f(θ) =
√

p(θ|x) (19)

pour x donné. L’inégalité de Weyl, après un changement de
variable de translation sur θ ← (θ − E(θ|x)) qui ne modifie
que la première intégrale, équivaut à∫ (

θ − E(θ|x)
)2
p(θ|x) dθ

∫ (∂√p(θ|x)
∂θ

)2

dθ ⩾
1

4
(20)

Or on a
(

∂
√

p(θ|x)
∂θ

)2

=
(

1
2

∂p(θ|x)
∂θ√

p(θ|x)

)2

= 1
4

(
∂p(θ|x)

∂θ

)2

p(θ|x) =

1
4

(∂log p(θ|x)
∂θ

)2
p(θ|x), de sorte que l’inégalité de Weyl appli-

qué à
√

p(θ|x) équivaut bien à la BCRB (16) pour x donné.
Finalement, il suffit de prendre l’espérance sur la loi incondi-
tionnelle p(x) pour obtenir la BCRB :

EQMM = EXV(θ|X) ⩾ EX

1

J̃(X)
⩾

1

EX J̃(X)
=

1

J
(21)

où la dernière inégalité provient de la convexité de la fonction
1/x pour x > 0. Schützenberger écrit (comme van Trees une
décennie plus tard) cette borne sous la forme (7) avec 1

J =
1

J̃+nEθJθ,1
pour des observations i.i.d. [19, 20] (cf. Figure 1).
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3 Conclusion et perspectives
Il est dommage que le travail pionnier de Schützenberger soit
tombé dans l’oubli si longtemps. Il faut dire que le résumé en
anglais [19] n’est pas évident à décrypter et l’article [20], à
peine un peu plus long, a certainement eu le défaut d’être écrit
en français. Ce dernier article n’a réellement aujourd’hui que
trois citations, deux du russe Alexander Veretennikov [1, 26]
(qui l’a obtenu d’Hélène Schützenberger, fille de Marcel-Paul)
et un présenté au GRETSI plus récemment [2], qui reprend les
deux inégalités présentes dans (21).

La preuve de Schützenberger a pourtant plusieurs avantages
sur la démarche habituelle, du fait qu’elle équivaut à une in-
égalité d’incertitude sur l’a posteriori : D’abord, contrairement
à van Trees (ou Gart), elle ne suppose pas des conditions sur
le biais, telles que (12). En effet, l’inégalité de Weyl est véri-
fiée automatiquement dès lors que les quantités en jeu dans
la BCRB sont finies. Ensuite, la condition d’égalité devient
évidente puisque c’est celle de l’inégalité de Weyl-Heisenberg,
à savoir que l’a posteriori doit être gaussien. Enfin, on peut
montrer qu’elle se généralise facilement (comme dans le cas
de van Trees) au cas vectoriel avec des matrices de Fisher [17].

Il faut mentionner ici que l’idée d’une ressemblance ou
d’une équivalence entre borne de Cramér-Rao et principe d’in-
certitude, présente implicitement chez Schützenberger, est ré-
apparue plusieurs fois indépendamment par la suite. Dès 1972,
on parle de la borne classique de Cramér-Rao en disant qu’elle
« ressemble à celle de Heisenberg » [9, p. 198] (sans plus de
précision). En 1991, Dembo et al. [7] démontrent une équiva-
lence entre la borne de Cramér-Rao classique et le principe
d’incertitude, étendu au cas vectoriel, mais uniquement pour
un paramètre de localisation p(x|θ) = p(x− θ). Il semble que
ce genre d’équivalence n’est pas possible en général pour la
borne de Cramér-Rao (non bayésienne) et qu’il faut se trouver
dans le cas bayésien pour l’obtenir.

En conclusion, l’apport de Marcel-Paul Schützenberger,
plus d’une décennie avant van Trees, met l’accent sur le fait
que le BCRB n’est rien d’autre qu’un principe d’incertitude
sur la loi a posteriori, plus précisément appliquée à

√
p(θ|x).

Cela ouvre ainsi de nouvelles perspectives sur de nouvelles
bornes basées sur des améliorations ou des variantes des in-
égalités d’incertitude.
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